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●r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ✐s ❛ ✇❡❧❧✲st✉❞✐❡❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r t❤❡ ❥♦❜ s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢
t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ ❤❛✈❡ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ❛♥❞ t♦
❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ q✉❛❧✐t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✳ ❇✉t t❤❡ ❜❡st ❝❛s❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛
❣r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣✳ ❚❤✐s ❛rt✐❝❧❡ ♣r❡s❡♥ts ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡
❜❡st ❝❛s❡ q✉❛❧✐t② ❢♦r ❛♥② r❡❣✉❧❛r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ▼♦r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ t❤r❡❡ ♥❡✇ ♠❛❦❡s♣❛♥
❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❡①❤✐❜✐t ✈❡r②
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❚❤❡ ❥♦❜ s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ✭J |ri,♣r❡❝|f ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
●r❛❤❛♠ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✼✾❪✮ ✐s ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♠✲
♣♦s❡❞ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s✱ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❖♣❡r❛✲
t✐♦♥s ✭Oi✮ ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ r❡s♦✉r❝❡s ✭Mℓ✱ ❛❧s♦ ♥❛♠❡❞ ❛s
♠❛❝❤✐♥❡s✮ ❞✉r✐♥❣ ❛ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ pi ✇✐t❤ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡
❝♦♥str❛✐♥ts ✭♣r❡❞❡❝❡ss♦rs ✭r❡s♣✳ s✉❝❝❡ss♦rs✮ ♦❢ Oi ❛r❡ ❣✐✈❡♥
❜② Γ−(i) ✭r❡s♣✳ Γ+(i)✮✮✳ ❆ r❡s♦✉r❝❡ ❝❛♥ ❡①❡❝✉t❡ ♦♥❧② ♦♥❡
♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛t ❛ t✐♠❡✳ ❆♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ Oi ❤❛s ❛ r❡❧❡❛s❡ ❞❛t❡ ri✱
✐ts st❛rt✐♥❣ t✐♠❡ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ti ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t✐♠❡
✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Ci✳
●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ❥♦❜ s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠ ✉s❡s ❛ r❡❣✉❧❛r ♦❜❥❡❝t✐✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ f t❤❛t ✐s ❛ ♠♦♥♦t♦♥♦✉s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Ci✳ ❚❤❡
❣♦❛❧ ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❚❤❡ ♠❛❦❡s♣❛♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② C♠❛①✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ maxCi✱ t❤❛t
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t♦t❛❧ t✐♠❡ ♦❢ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡✱
✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡❣✉❧❛r ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳
❇✉t✱ ✐♥ r❡❛❧✐t②✱ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ♥♦t s♦ ❞❡t❡r✲
♠✐♥✐st✐❝✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤② ❣r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ✇❛s ❝r❡❛t❡❞ ❜②
❊rs❝❤❧❡r ❛♥❞ ❘♦✉❜❡❧❧❛t ❬✶✾✽✾❪✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛
s❡t ♦❢ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❧❛② ❞❡❝✐s✐♦♥s t♦ t❛❦❡
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ●r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t❡s ❛
❣r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ q✉❛❧✐t② ✐♥ t❤❡
s❡t ♦❢ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡s✳
❇✉t t❤❡ ❜❡st ❝❛s❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛s♦♥s✳ ■t ❣✐✈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
s❝❤❡❞✉❧❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥✿ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❣r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝❡✱
✇✐t❤ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ❝❛s❡ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ✇♦rst
❝❛s❡ q✉❛❧✐t②✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢
❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❛❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡
❤❡❧♣❢✉❧ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
⋆ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ✇❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✶✼t❤ ❲♦r❧❞
❈♦♥❣r❡ss✱ ❚❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❋❡❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❆✉t♦♠❛t✐❝ ❈♦♥tr♦❧✱
❙❡♦✉❧✱ ❑♦r❡❛✱ ❏✉❧② ✻✲✶✶✱ ✷✵✵✽✳
❞♦✐✿✴✴✶✵✳✸✶✽✷✴✷✵✵✽✵✼✵✻✲✺✲❑❘✲✶✵✵✶✳✶✷✾✺
s❝❤❡❞✉❧❡✿ ✐t ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t♦ ❦♥♦✇✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣
s❡q✉❡♥❝❡ t❤❛t ❤❛s ♥♦ ❞❡❧❛②✳
■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡
❜❡st ❝❛s❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝❡✳
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●r♦✉♣ ♦❢ ♣❡r♠✉t❛❜❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥
❊rs❝❤❧❡r ❛♥❞ ❘♦✉❜❡❧❧❛t ❬✶✾✽✾❪✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s
t♦ ❤❛✈❡ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s❝❤❡❞✉❧❡ ❛♥❞ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ q✉❛❧✐t② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② st✉❞✐❡❞
✐♥ t❤❡ ❧❛st t✇❡♥t② ②❡❛rs✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ ❊rs❝❤❧❡r ❛♥❞
❘♦✉❜❡❧❧❛t ❬✶✾✽✾❪✱ ❇✐❧❧❛✉t ❛♥❞ ❘♦✉❜❡❧❧❛t ❬✶✾✾✻❪✱ ❲✉ ❡t ❛❧✳
❬✶✾✾✾❪✱ ❆rt✐❣✉❡s ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪✳ ❋♦r ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱ s❡❡ ❆rt✐❣✉❡s ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪✳
❆ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♣❡r♠✉t❛❜❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦
❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ r❡s♦✉r❝❡Mℓ ✐♥ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♦r❞❡r✳
■t ✐s ♥❛♠❡❞ gℓ,k✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♣ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ Oi ✐s
❞❡♥♦t❡❞ ❜② g(i)✳
❆ ❣r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❣r♦✉♣s ✭♦❢ ♣❡r✲
♠✉t❛❜❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✮ ♦♥ ❡❛❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡ Mℓ✿ gℓ,1, . . . , gℓ,vℓ ✱
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦r❞❡r✳ ❖♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛❝❤✐♥❡✱ t❤❡
❣r♦✉♣ ❛❢t❡r ✭r❡s♣✳ ❜❡❢♦r❡✮ g(i) ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② g+(i) ✭r❡s♣✳
g−(i)✮✳
❆ ❣r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐❢ ❢♦r ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣✱ ❛❧❧ t❤❡
♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❣r♦✉♣
❣✐✈❡s ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ✭✐✳❡✳ ❛ s❝❤❡❞✉❧❡ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s ❛❧❧
t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✮✳ ❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ ❛
❣r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝❡ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ s❡t ♦❢ ✈❛❧✐❞ s❝❤❡❞✉❧❡s✱ ✇✐t❤♦✉t
❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ t❤❡♠✳
❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡
✇❛② ❛s ♦❢ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s
✶✹✽✼✻
i j Mi,j pi,j
✶ ✶ ✶ ✸
✶ ✷ ✷ ✸
✶ ✸ ✸ ✸
✷ ✶ ✷ ✹
✷ ✷ ✸ ✸
✷ ✸ ✶ ✶
✸ ✶ ✸ ✷
✸ ✷ ✶ ✷
✸ ✸ ✷ ✷
✭❛✮ ❆ ❥♦❜ s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠











✭❜✮ ❆ ❣r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝❡ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶❛
❋✐❣✳ ✶✳ ❆ ❏♦❜ ❙❤♦♣ Pr♦❜❧❡♠ ❙♦❧✈❡❞ ❜② ❛ ●r♦✉♣ ❙❡q✉❡♥❝❡




















































❋✐❣✳ ✷✳ ❙❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ ❙❝❤❡❞✉❧❡s ❉❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❋✐❣✳ ✶❜
t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✇♦rst s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s❝❤❡❞✉❧❡ 1 ❢♦✉♥❞ ✐♥
t❤❡ ❣r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❆rt✐❣✉❡s ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪✳
❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ❧❡t ✉s st✉❞② ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✳
❚♦ s✐♠♣❧✐❢②✱ t❤❡ ❥♦❜✲s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤♦✉t ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣r❡❝❡✲
❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s ✉s❡❞ ✭J ||f ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ●r❛❤❛♠ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✼✾❪✮✳ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❞❡①❡❞
❜② ❛ ❝♦✉♣❧❡ ✭Oi,j✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞
✐♥ s❡❝♦♥❞ ✐♥❞❡① ♦r❞❡r ✭Ci,j ≤ ti,j+1✮✳ ■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡s✱ ♦♥❧②
t❤❡ ✜rst ✐♥❞❡① ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ r❡❛❞❛❜❧❡
❣r❛♣❤✐❝s✳ ❋✐❣✳ ✶❛ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❥♦❜ s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤r❡❡
♠❛❝❤✐♥❡s ❛♥❞ t❤r❡❡ ❥♦❜s✱ ✇❤✐❧❡ ❋✐❣✳ ✶❜ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡
❣r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝❡ s♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s ❣r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝❡
✐s ♠❛❞❡ ♦❢ s❡✈❡♥ ❣r♦✉♣s✿ t✇♦ ❣r♦✉♣s ♦❢ t✇♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
❛♥❞ ✜✈❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ♦♥❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❣r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝❡
❞❡s❝r✐❜❡s ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s❝❤❡❞✉❧❡s s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✷✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ s❝❤❡❞✉❧❡s ❞♦ ♥♦t ❛❧✇❛②s ❤❛✈❡ t❤❡
s❛♠❡ ♠❛❦❡s♣❛♥✿ t❤❡ ❜❡st ❝❛s❡ q✉❛❧✐t② ✐s ✇✐t❤ C♠❛① = 10
❛♥❞ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ q✉❛❧✐t② ✐s ✇✐t❤ C♠❛① = 17✳
●r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ❤❛s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✿ t❤❡ q✉❛❧✐t②
♦❢ ❛ ❣r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❢♦r ♠✐♥♠❛① r❡❣✉❧❛r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❧✐❦❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❧❛t❡♥❡ss ✭s❡❡ ❆rt✐❣✉❡s ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✺❪ ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✳ ❚❤✉s✱ ✐t
✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ q✉❛❧✐t② ❢♦r ❧❛r❣❡
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♠❛② ❜❡
✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ q✉❛❧✐t② ✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡✳ ❚❤✐s r❡❛❧✲t✐♠❡ ♣r♦♣❡rt②
♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ✉s❡ ✐t ✐♥ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥
s✉♣♣♦rt s②st❡♠✳
1 ❆ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐s ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥♦ ❧♦❝❛❧ ❧❡❢t✲
s❤✐❢t ♦❢ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛♥♦t❤❡r ❢❡❛s✐❜❧❡ s❝❤❡❞✉❧❡✳
❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❡♥❛❜❧❡s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ s❡t ♦❢ s❝❤❡❞✉❧❡s ✐♥ ❛♥
✐♠♣❧✐❝✐t ♠❛♥♥❡r ✭✐✳❡✳ ✇✐t❤♦✉t ❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡s✮
✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ✐t
♣r♦♣♦s❡s ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♣❡r♠✉t❛❜❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡
✐♥s✐❞❡ ❛ ❣r♦✉♣ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❤❛t ❜❡st ✜ts t❤❡ r❡❛❧ st❛t❡ ♦❢
t❤❡ s②st❡♠✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡ s❤♦✉❧❞
❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❜s♦r❜ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❖♥❧② t❤r❡❡ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡
tr✐❡❞ t♦ ✈❡r✐❢② t❤✐s ♣r♦♣❡rt②✳ ❲✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✾❪ st✉❞✐❡s t❤❡
✐♠♣❛❝t ♦❢ ❞✐st✉r❜❡❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡s ♦♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢
✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♦❢ t❛r❞✐♥❡ss ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ st❛t✐❝ ❛♥❞
❞②♥❛♠✐❝ ❤❡✉r✐st✐❝s✳ ❲❤❡♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡s ❛r❡ ♥♦t ❣r❡❛t❧②
❞✐st✉r❜❡❞✱ t❤❡② ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❣r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ♦❜t❛✐♥
❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❊ss✇❡✐♥ ❬✷✵✵✸❪ st✉❞✐❡s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢
❞✐st✉r❜❡❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡s✱ ❞✉❡ ❞❛t❡s ❛♥❞ r❡❧❡❛s❡ ❞❛t❡s
♦♥ ❛ ♦♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡s ✐ts r❡s✉❧ts ✇✐t❤
❛ st❛t✐❝ ❤❡✉r✐st✐❝ ♠❡t❤♦❞✳ ❖♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❛r❡
❜❡tt❡r ✇✐t❤ ❣r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ t❤❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t✐❝ ♠❡t❤♦❞✳
P✐♥♦t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ st✉❞✐❡s t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♥♦♥✲♠♦❞❡❧❡❞
tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞
❡①❤✐❜✐ts ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥
t✐♠❡s ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳
✸✳ ❋■◆❉■◆● ❚❍❊ ❇❊❙❚ ❈❆❙❊ ❈❖▼P▲❊❚■❖◆ ❚■▼❊
❖❋ ❆◆ ❖P❊❘❆❚■❖◆
✸✳✶ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
■♥ ❆rt✐❣✉❡s ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪✱ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t✐♠❡
♦❢ ❡❛❝❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ✉s✐♥❣
❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❖✉r ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❜❡st ❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t✐♠❡✱ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
✶✹✽✼✼
t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✈❛❧✉❡ ♦❢ Ci ✐♥ ❡✈❡r② s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s❝❤❡❞✉❧❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❣r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❆s t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ◆P✲
❤❛r❞✱ 2 ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞
✐♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ❜❡st ❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t✐♠❡s✳
❲❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡ s✉❝❤ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ♦✉r ♣r♦❜✲
❧❡♠ ✉s✐♥❣ ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡s ❜② ♠❛❦✐♥❣ t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❡❛❝❤ r❡s♦✉r❝❡ ❤❛s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❛♣❛❝✐t②✳
■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❜❡st ❝❛s❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r st❛rt✐♥❣ t✐♠❡
♦❢ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭θi✮ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡
❜❡st ❝❛s❡ ✭❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r✮ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t✐♠❡ ✭χj✮ ♦❢ ❛❧❧
♦❢ ✐ts ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs✿ ❢♦r ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ Oi✱ t❤❡② ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡
♣r❡❞❡❝❡ss♦rs ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭Γ−(i)✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ❣r♦✉♣ ✭❡❛❝❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥
g−(i)✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✱
t❤❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ O2,3 ✭❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ M1✮ ❛r❡
♦♣❡r❛t✐♦♥ O2,2 ✭❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥M3✮ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡
❝♦♥str❛✐♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s O1,1 ❛♥❞ O3,2 ✭❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥
t❤❡ s❛♠❡ ♠❛❝❤✐♥❡M1✮ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r










χi = θi + pi
✭✶✮
❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ θi ✉s✐♥❣ ✭✶✮ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ ❤❡❛❞ ❝♦♠♣✉✲
t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ Oi ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❈❛r❧✐❡r ❛♥❞ P✐♥s♦♥
❬✶✾✽✾❪✳
❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ❜♦✉♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢
❣r♦✉♣✲s❡q✉❡♥❝✐♥❣✿ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❣r♦✉♣ ❝❛♥♥♦t ❜❡
❡①❡❝✉t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛❧❧ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ✐ts ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ❣r♦✉♣
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①❡❝✉t❡❞✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥
♦♥❧② ❜❡❣✐♥ ❛❢t❡r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r
❣r♦✉♣✳
❚❤✉s✱ ✐t ♥❡❝❡ss✐t❛t❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
♠❛❦❡s♣❛♥ ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ θi
❛s r❡❧❡❛s❡ ❞❛t❡✱ s♦ ✇❡ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ 1|ri|C♠❛① ♣r♦❜❧❡♠
✐♥st❛♥❝❡ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇✐t❤ ri = θi✳
❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❧② s♦❧✈❛❜❧❡ ❜② ♦r❞❡r✐♥❣ t❤❡
♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ r❡❧❡❛s❡ ❞❛t❡ ✭❇r✉❝❦❡r ❛♥❞ ❑♥✉st
❬✷✵✵✼❪✱ ▲❛✇❧❡r ❬✶✾✼✸❪✮✳
❚❤✉s✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ❝❛s❡ st❛rt✐♥❣
t✐♠❡ ♦❢ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭θi✮✱ t❤❡ ❜❡st ❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢









χi = θi + pi
γgℓ,k = C♠❛① ♦❢ 1|ri|C♠❛①,∀Oi ∈ gℓ,k, ri = θi
✭✷✮
✸✳✷ ❈♦♠♣❧❡①✐t②
❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ✭✷✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡
❧♦♥❣❡st ♣❛t❤ ✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❛❝②❝❧✐❝ ❣r❛♣❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐s O(M)✱
M ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛r❝s✱ ✉s✐♥❣ ❇❡❧❧♠❛♥✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❋♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ χi✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ❛r❝ t❤❛t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡
♥♦❞❡ θi✱ s♦ t❤❡r❡ ❛r❡ n s✉❝❤ ❛r❝s✱ n ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♦♣❡r❛t✐♦♥s✳
2 ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ F ||C♠❛① ❛♥❞ t❤❡ ❜❡st C♠❛① ✐♥ ❛
❣r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s tr✐✈✐❛❧✱ ❛♥❞ t❤❛t F ||C♠❛① ✐s ◆P✲❤❛r❞✱ t❤❡♥ t❤❡
❜❡st ❝❛s❡ ✐♥ ❛ ❣r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ◆P✲❤❛r❞✳
❋♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ θi✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ k ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢
♣r❡❞❡❝❡ss♦rs ♦❢ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ k+1 ❛r❝s✱ ✐✳❡✳
k t❤❛t ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦rs✱ ❛♥❞ ♦♥❡ t❤❛t ❝♦♠❡ ❢r♦♠
t❤❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ❣r♦✉♣✳ ❙♦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ O((k + 1)n) ❛r❝s t❤❛t
❝♦♠❡ t♦ ❡✈❡r② θi ♥♦❞❡✱ n ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳
❇❡❝❛✉s❡ ❛ ❣r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢
♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛r❝s ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ ❛ ❣r♦✉♣ ♥♦❞❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s n✳
❙♦✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛r❝s ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐s
O(n) +O((k + 1)n) +O(n) = O(kn)
❖♥ t❤❡ ❣r♦✉♣✬s ♥♦❞❡s✱ ✇❡ ✉s❡ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤ t❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② O(h log h)✱ h ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♣✱ s♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦♥
❣r♦✉♣✬s ♥♦❞❡s ✐s✿
O(h1 log h1 × · · · × hn log hn) = O(n log(maxhi))
= O(n log n)
❚❤✉s✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s✿
O = O(kn) +O(n log n) = O(kn+ n log n).
■♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ k = 1 ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❥♦❜ s❤♦♣✱ ❛♥❞ t❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s O(n log n)✳ ❖♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✱ k = n✱ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s O(n2)✳
✸✳✸ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✬s ❡①❡❝✉t✐♦♥







❋✐❣✳ ✸✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✶




















❋✐❣✳ ✹✳ ❙❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ ❙❝❤❡❞✉❧❡s ❉❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❋✐❣✳ ✸
▲❡t ✉s ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❡①❛♠♣❧❡✳ ❚♦
❦❡❡♣ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ❡❛s✐❧② ✉♥❞❡rst❛♥❞❛❜❧❡✱ ❛ s♠❛❧❧ ✢♦✇ s❤♦♣
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❣r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝❡
❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✶✳ ❆ ✇♦rst✲❝❛s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✶✹✽✼✽
Pr♦❜❧❡♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❯s✐♥❣ ✭✶✮ ❯s✐♥❣ ✭✷✮ ❖♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✳
i j Mi,j pi,j gℓ,k θi,j χi,j θi,j χi,j γg(i,j) θi,j χi,j
✶ ✶ ✶ ✶ g1,1 ✵ ✶ ✵ ✶ ✹ ✵ ✶
✶ ✷ ✷ ✷ g2,1 ✶ ✸ ✶ ✸ ✺ ✶ ✸
✷ ✶ ✶ ✸ g1,1 ✵ ✸ ✵ ✸ ✹ ✵ ✸
✷ ✷ ✷ ✷ g2,1 ✸ ✺ ✸ ✺ ✺ ✸ ✺
✸ ✶ ✶ ✶ g1,2 ✸ ✹ ✹ ✺ ✺ ✹ ✺
✸ ✷ ✷ ✶ g2,2 ✺ ✻ ✺ ✻ ✻ ✻ ✼
❚❛❜❧❡ ✶✳ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ✢♦✇ s❤♦♣
❣r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳ ❚❤❡ ❢♦✉r s❡♠✐✲
❛❝t✐✈❡ s❝❤❡❞✉❧❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❣r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝❡ ❛r❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✶✳
❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✷✮ ❢♦r t❤❡
♦♣❡r❛t✐♦♥ O3,1✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♦❢ t❤❡
❣r♦✉♣ g1,1 ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ χ3,1 ✉♣ t♦ ✐ts
♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡✳
❊q✳ ✭✷✮ ❞♦❡s ♥♦t ❣✐✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ χ3,2✿ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
✈❛❧✉❡ ✐s ✼✱ ❜✉t ✭✷✮ ✜♥❞s ✻✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
❛♥② t✇♦ ❜❡st ❝❛s❡ st❛rt✐♥❣ t✐♠❡s ❢♦r ❛♥② t✇♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
♠❛② ♥♦t ❛♣♣❡❛r ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s❝❤❡❞✉❧❡✳ ■♥
t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s❡♠✐✲❛❝t✐✈❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤
t1,2 = θ1,2 = 1 ✭✜rst s❝❤❡❞✉❧❡ ♦♥ ❋✐❣✳ ✹✮ ❛♥❞ t2,2 = θ2,2 = 3
✭❢♦✉rt❤ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦♥ ❋✐❣✳ ✹✮✿ ✐❢ t1,2 = 1✱ t❤❡♥ t2,2 ❝❛♥♥♦t ❜❡
✸ ❜✉t ♦♥❧② ✹ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❙♦✱
γg2,1 ✐s ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❜❡st ❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡
❣r♦✉♣ gg2,1 ✭✻✱ ❛s ♦♥ t❤❡ ✜rst s❝❤❡❞✉❧❡ ♦♥ ❋✐❣✳ ✹✮✱ ❜✉t ♦♥❧②
❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✭✺✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❡rr♦r ✐s ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ t♦ t❤❡
s✉❝❝❡ss♦r ❣r♦✉♣s✳
✹✳ ▲❖❲❊❘ ❇❖❯◆❉❙ ❋❖❘ ❘❊●❯▲❆❘ ❖❇❏❊❈❚■❱❊❙
❇❡❝❛✉s❡ r❡❣✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡ ♠♦♥♦t♦♥♦✉s❧② ✇✐t❤
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ Ci✱ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ Ci ❡♥❛❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛
❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❛♥② r❡❣✉❧❛r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❋♦r t❤✐s✱
✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ χi ❛s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ Ci✳
▲❡t ✉s st✉❞② ♠✐♥s✉♠ r❡❣✉❧❛r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❞❡♥♦t❡❞
❜② f¯ ✳ ▼✐♥s✉♠ r❡❣✉❧❛r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ s✉♠ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡✲
t✐♦♥ t✐♠❡s Ci t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ■❢ ✇❡ ❝❛❧❧ fi t❤❡






❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ♠✐♥s✉♠ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t❤❡ ♠❡❛♥
t❛r❞✐♥❡ss ❞❡♥♦t❡❞ ❜② T¯ ✇✐t❤ fi(Ci) = max(0, Ci − di)✳
❲❡ ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ✉s❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t χi ✐s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢





❇✉t✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦✉r s❝❤❡❞✉❧❡ ❛r❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ❣r♦✉♣
s❡q✉❡♥❝❡s✱ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞✿ t❤❡r❡
✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ Oi ♣❡r ❣r♦✉♣ ✇❤✐❝❤ ❤❛s γg(i) ❛s
❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✉s❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ fi(γg(i)) ♦♥













❚❤❡r❡ ✐s ②❡t ❛♥♦t❤❡r ❦✐♥❞ ♦❢ ❣❡♥❡r✐❝ r❡❣✉❧❛r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ t❤❛t
✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞✿ ♠✐♥♠❛① r❡❣✉❧❛r ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② f♠❛①✳
❚❤❡s❡ ❛r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ t✐♠❡s Ci t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡
♠✐♥✐♠✐③❡❞✳ ■❢ ✇❡ ❝❛❧❧ fi t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥




❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛s ❢♦r ♠✐♥s✉♠ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✱ ✇❡















✺✳ ▼❆❑❊❙P❆◆ ▲❖❲❊❘ ❇❖❯◆❉
✺✳✶ ❯s✐♥❣ r❡❣✉❧❛r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❚❤❡ ♠❛❦❡s♣❛♥✱ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② C♠❛①✱ ✐s ❛ r❡❣✉❧❛r ♠✐♥♠❛①
♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ■t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t♦t❛❧ t✐♠❡ s♣❛♥ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡✳














❚❤✐s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐s r❡❢❡rr❡❞ ❛s t❤❡ ✏♥❛t✉r❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✱✑
❞❡♥♦t❡❞ ❜② ✏◆❛t✉r❛❧ ▲❇✳✑
❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤✐s ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✱ ❧❡t ✉s st✉❞② t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❥♦❜ s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠✳
✺✳✷ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❥♦❜ s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠
❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❥♦❜ s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❛r❧✐❡r ❛♥❞ P✐♥s♦♥ ❬✶✾✽✾❪✱ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①✲
❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣r♦❜❧❡♠s✿ ❢♦r
❡❛❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❜②
t❤✐s ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤r❡❡ ✈❛❧✉❡s✿
• ❚❤❡ ❤❡❛❞ ri✱ t❤❛t ✐s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧✐❡st
st❛rt✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❥♦❜ s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠
✭✇✐t❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛rt✐❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡✮✳
✶✹✽✼✾
• ❚❤❡ t❛✐❧ qi✱ t❤❛t ✐s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡
✭✇✐t❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛rt✐❛❧ s❝❤❡❞✉❧❡✮✳
• ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t✐♠❡ pi✱ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❥♦❜ s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠✳
❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♦♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❈❛r❧✐❡r
❬✶✾✽✷❪ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❛❝❤✐♥❡✿ ❡❛❝❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥ Oi ❝❛♥♥♦t ❜❡❣✐♥
❜❡❢♦r❡ ri✱ ❡①❡❝✉t❡s ❢♦r ❛ ❞✉r❛t✐♦♥ pi ♦♥ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❛♥❞
t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❡♥❞ qi ❛❢t❡r t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥✳
❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧❡✳
❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ 1|ri|L♠❛① ✇✐t❤ di = −qi✳ ■t ✐s
◆P✲❤❛r❞ ✭❇r✉❝❦❡r ❛♥❞ ❑♥✉st ❬✷✵✵✼❪✱ ▲❡♥str❛ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✼✼❪✮✳
❈❛r❧✐❡r ❬✶✾✽✷❪ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s♦❧✈❡
t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s
❝❛❧❧❡❞ ❏❛❝❦s♦♥✬s ♣r❡❡♠♣t✐✈❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s
O(n log n)✱ n ❜❡✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♦♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐s ❛
❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❥♦❜ s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙♦✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❡
t❛❦❡ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛❦❡s♣❛♥ ✭r❡s♣✳ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✮
♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♦♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞
♦❢ t❤❡ ❥♦❜ s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡
r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❤❡❛❞s ❛♥❞ t❛✐❧s ❛s s❤♦✇♥ ❜②
❈❛r❧✐❡r ❛♥❞ P✐♥s♦♥ ❬✶✾✾✵✱ ✶✾✾✹❪✳
✺✳✸ ❆♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♠❛❦❡s♣❛♥ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞
❚❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❥♦❜ s❤♦♣
♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛ ♦♥❡✲♠❛❝❤✐♥❡✲♣r♦❜❧❡♠ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❣r♦✉♣
s❡q✉❡♥❝✐♥❣✱ ❛ ❣r♦✉♣ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s ❛❞❛♣t❡❞✿ ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣ ✐s
❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♦♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣r♦❜❧❡♠✳
❚❤❡♥✱ ❡✣❝✐❡♥t ❤❡❛❞s ❛♥❞ t❛✐❧s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡s❡
♦♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ θi ✉s✐♥❣ ✭✷✮ ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ ❤❡❛❞ ❛♥❞
♠✉st ❜❡ q✉✐t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ ❤❡❛❞s
❛♥❞ t❛✐❧s✱ t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s θi ✉s✐♥❣ ❛ r❡✈❡rs❡❞
✭✷✮✿ r❛t❤❡r t❤❛♥ st❛rt✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣
♦❢ t❤❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❜❡❣✐♥s ❛t
















✇✐t❤ θ′i ❜❡✐♥❣ ❛ ✈❛❧✐❞ t❛✐❧ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✉♣ r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦♥❡
♠❛❝❤✐♥❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛t❡❞✳
◆♦✇✱ ❛s ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❥♦❜ s❤♦♣ ♣r♦❜✲
❧❡♠✱ t❤❡ ♦♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣
❏❛❝❦s♦♥✬s ♣r❡❡♠♣t✐✈❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦r ❈❛r❧✐❡r✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡
♠❛①✐♠❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣
s❡q✉❡♥❝❡✳
❚❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♦♥❡✲♠❛❝❤✐♥❡✲♣r♦❜❧❡♠ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ✏❖♣t✐♠❛❧
❖▼P ▲❇✑ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❏❛❝❦s♦♥ ♣r❡✲
❡♠♣t✐✈❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲♠❛❝❤✐♥❡✲♣r♦❜❧❡♠ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✐s
❞❡♥♦t❡❞ ❜② ✏❏P❙ ❖▼P ▲❇✳✑
◆❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❦❡s♣❛♥
❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳
✻✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❙
✻✳✶ Pr♦t♦❝♦❧
❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤r❡❡
♠❛❦❡s♣❛♥ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✿ ◆❛t✉r❛❧ ▲❇ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝✲
t✐♦♥ ✺✳✶✱ ❖♣t✐♠❛❧ ❖▼P ▲❇ ❛♥❞ ❏P❙ ❖▼P ▲❇ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳
❲❡ t♦♦❦ ❛ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ s❡t ♦❢ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✐♥st❛♥❝❡ ❝❛❧❧❡❞
❧❛✵✶ t♦ ❧❛✹✵ ❢r♦♠ ▲❛✇r❡♥❝❡ ❬✶✾✽✹❪✳ ❚❤❡s❡ ✐♥st❛♥❝❡s ❛r❡
✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❥♦❜ s❤♦♣ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❥♦❜ s❤♦♣ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ✇✐t❤ m ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❡❛❝❤ ❥♦❜ ✭m ❛s
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡✮✱ ❡❛❝❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❥♦❜ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞
♦♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❝❤✐♥❡✳ ■t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✹✵ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s ✭✺ ✐♥st❛♥❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤ s✐③❡✮✳
❋♦r ❡❛❝❤ ✐♥st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❣r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝❡s ✇✐t❤
❦♥♦✇♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ✈❡r② ❤✐❣❤ ✢❡①✐❜✐❧✐t②✳ ❚♦ ❣❡♥❡r❛t❡
t❤❡s❡ ❣r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ✇❡ ✉s❡❞ ❛ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t
♠❡r❣❡s t✇♦ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❣r♦✉♣s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r✐t❡r✐❛
✉♥t✐❧ ♥♦ ❣r♦✉♣ ♠❡r❣✐♥❣ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❡❣✐♥s
✇✐t❤ ❛ ♦♥❡✲♦♣❡r❛t✐♦♥✲♣❡r✲❣r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❇r✉❝❦❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✹❪ ✭s♦✱
❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❣r♦✉♣
s❝❤❡❞✉❧❡s ✐s t❤❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲♦♣❡r❛t✐♦♥✲♣❡r✲❣r♦✉♣
s❡q✉❡♥❝❡✮✳ ❚❤❡ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❊ss✇❡✐♥
❬✷✵✵✸❪✳ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✉s❡❞ t♦ ♠❛❦❡s t❤❡s❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ❛t ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐r❝❝②♥✳
❡❝✲♥❛♥t❡s✳❢r✴⑦♣✐♥♦t✴✳
❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❣r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❛❦❡s♣❛♥
♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ ❛
❜♦①♣❧♦t ✐♥ ❋✐❣✳ ✺ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
✐♥st❛♥❝❡ s✐③❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜✳ ✷✳
❋✐❣✳ ✺✳ ●❛♣ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞
❖♣t✐♠❛❧ ❖▼P ▲❇ ❛♥❞ ❏P❙ ❖▼P ▲❇ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ❡①❡❝✉✲
t✐♦♥ t✐♠❡s✳ ❊①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ♦❢ ◆❛t✉r❛❧ ▲❇ ✐s ❛❜♦✉t t✇♦
t✐♠❡s s❤♦rt❡r t❤❛♥ ❏P❙ ❖▼P ▲❇✳
✻✳✷ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
❊①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❣✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✳ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ◆❛t✉r❛❧ ▲❇
❛♥❞ ❏P❙ ❖▼P ▲❇ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
◆❛t✉r❛❧ ▲❇ ✉s❡s ♦♥❧② ❤❡❛❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡❛s ❏P❙
❖▼P ✉s❡s ❤❡❛❞ ❛♥❞ t❛✐❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
❖♣t✐♠❛❧ ❖▼P ▲❇ ❛♥❞ ❏P❙ ❖▼P ▲❇ ❤❛✈❡ ❛❧♠♦st t❤❡
s❛♠❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡✲♠❛❝❤✐♥❡✲
♣r♦❜❧❡♠ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❤❡❛❞ ❛♥❞
t❛✐❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
✶✹✽✽✵
❙✐③❡ ◆❛t✉r❛❧ ▲❇ ❏P❙ ❖▼P ▲❇ ❖♣t✐♠❛❧ ❖▼P ▲❇
●❛♣ ❚✐♠❡ ✭♠s✮ ●❛♣ ❚✐♠❡ ✭♠s✮ ●❛♣ ❚✐♠❡ ✭♠s✮
10 × 5 ✵✳✵✵✸✻✾ ✵✳✶✽✹✵ ✵✳✵✵✸✻✾ ✵✳✸✼✶✷ ✵✳✵✵✸✻✾ ✵✳✸✽✹✵
15 × 5 ✵✳✵✵✹✼✷ ✵✳✸✶✷✵ ✵✳✵✵✵✵✵ ✵✳✻✶✷✽ ✵✳✵✵✵✵✵ ✵✳✻✹✵✵
20 × 5 ✵✳✵✵✵✵✵ ✵✳✹✻✹✵ ✵✳✵✵✵✵✵ ✵✳✽✻✹✽ ✵✳✵✵✵✵✵ ✵✳✾✵✹✵
10 × 10 ✵✳✵✺✺✸✺ ✵✳✺✷✽✵ ✵✳✵✸✻✺✷ ✵✳✾✹✹✵ ✵✳✵✸✷✼✵ ✵✳✾✾✷✵
15 × 10 ✵✳✵✶✷✵✽ ✵✳✽✹✽✵ ✵✳✵✵✸✷✹ ✶✳✺✹✶✻ ✵✳✵✵✸✵✺ ✶✳✻✹✵✶
20 × 10 ✵✳✵✶✶✸✷ ✶✳✷✵✵✵ ✵✳✵✵✼✵✽ ✷✳✶✽✺✼ ✵✳✵✵✼✵✽ ✷✳✸✷✽✶
30 × 10 ✵✳✵✵✵✵✵ ✶✳✾✷✹✶ ✵✳✵✵✵✵✵ ✸✳✺✹✺✵ ✵✳✵✵✵✵✵ ✸✳✼✻✽✷
15 × 15 ✵✳✵✷✽✼✼ ✶✳✹✹✽✵ ✵✳✵✶✽✻✹ ✷✳✻✷✷✺ ✵✳✵✶✼✶✸ ✷✳✽✹✵✶
▼❡❛♥ ✵✳✵✶✹✼✼ ✵✳✽✻✸✺ ✵✳✵✵✽✻✺ ✶✳✺✽✺✾ ✵✳✵✵✼✾✻ ✶✳✻✽✼✶
❚❤❡ s✐③❡ ✐s ♥♦t❡❞ ❛s n×m ✇✐t❤ n t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❥♦❜s ❛♥❞ m t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛❝❤✐♥❡s✳
❚❛❜❧❡ ✷✳ ▼❡❛♥ ❣❛♣ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡
■♥ ❋✐❣✳ ✺✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ✐s ✵ ❢♦r ❡❛❝❤ ❧♦✇❡r
❜♦✉♥❞✳ ❚❤✉s✱ ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ❤❛❧❢ ♦❢ ♦✉r ✐♥st❛♥❝❡s✱ t❤❡ ❧♦✇❡r
❜♦✉♥❞ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ✭✷✶✴✹✵ ❢♦r ◆❛t✉r❛❧ ▲❇✱ ✷✸✴✹✵ ❢♦r t❤❡
♦t❤❡rs✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ✈❡r② ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ r❡s✉❧t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s
t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ χi ✐s q✉✐t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♦♥ t❤❡s❡
✐♥st❛♥❝❡s✳
◆❛t✉r❛❧ ▲❇ ✐s t❤❡ ✇❡❛❦❡st ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✱ ❜✉t ✐s q✉✐t❡
❡✛❡❝t✐✈❡ ✇✐t❤ ❛ ♠❡❛♥ ❣❛♣ ♦❢ ✶✳✺✪ ✭❚❛❜✳ ✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ✇♦rst
❣❛♣ ❛t ✽✳✻✪ ✭❋✐❣✳ ✺✮✳
❏P❙ ❖▼P ▲❇ ❛♥❞ ❖♣t✐♠❛❧ ❖▼P ▲❇ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s❝❛❧❡✱ ✇✐t❤ ❛ ❧✐tt❧❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❢♦r ❖♣t✐♠❛❧
❖▼P ▲❇✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❖♣t✐♠❛❧ ❖▼P ▲❇ ❤❛✈❡ ❣r❡❛t❡r ♦r ❡q✉❛❧
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ ❏P❙ ❖▼P ▲❇ ✭❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✮ ❛♥❞
t❤❛t t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❛r❡ q✉✐t❡ t❤❡ s❛♠❡✱ ❖♣t✐♠❛❧ ❖▼P
▲❇ s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡ ❜❡st ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✳
■♥ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❜❡ s♦ ❤✐❣❤✱
❜✉t✱ ✉s❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡①❛❝t ❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ♠❡t❤♦❞✱ s♠❛❧❧ ✐♠✲
♣r♦✈❡♠❡♥t ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❜✐❣ r❡♣❡r❝✉t✐♦♥s✳ ■♥ ❛♥ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞
✉s✐♥❣ t❤❡s❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ ❖♣t✐♠❛❧ ❖▼P
▲❇ ✐s ❛❜♦✉t ✶✵ t✐♠❡s ❢❛st❡r t❤❛♥ ✉s✐♥❣ ❏P❙ ❖▼P ▲❇✳
■t s❡❡♠s t❤❛t ✇✐❞❡r ✐♥st❛♥❝❡s ❡①❤✐❜✐t s♠❛❧❧ ❣❛♣s✳ ■t ✐s
❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇✐❞❡ ❥♦❜ s❤♦♣ ✐♥st❛♥❝❡s s❡❡♠
s✐♠♣❧❡r ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥ ❇r✉❝❦❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✹❪✳
✼✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆
■♥ t❤✐s ❛rt✐❝❧❡✱ ❛ ✜rst st❡♣ ♦♥ ❜❡st ❝❛s❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r♦✉♣
s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡✳ ❊q✳ ✭✷✮ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ♠❡t❤♦❞
t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✳ ❋♦r t❤❡ ♠❛❦❡s♣❛♥✱
❖♣t✐♠❛❧ ❖▼P ▲❇ ❣✐✈❡s ✈❡r② ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✳
❖t❤❡r t♦♦❧s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❤❡❧♣❢✉❧ ❢♦r ❜❡st ❝❛s❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢
❣r♦✉♣ s❡q✉❡♥❝✐♥❣✳ ❍❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ ❡①❛❝t ♠❡t❤♦❞s ✇♦✉❧❞ ❜❡
✈❡r② ✉s❡❢✉❧ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳
❘❊❋❊❘❊◆❈❊❙
❈❤r✐st✐❛♥ ❆rt✐❣✉❡s✱ ❏❡❛♥✲❈❤❛r❧❡s ❇✐❧❧❛✉t✱ ❛♥❞ ❈❛r❧ ❊ss✲
✇❡✐♥✳ ▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❢♦r r♦❜✉st s❤♦♣
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤✱
✶✻✺✭✷✮✿✸✶✹✕✸✷✽✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✺✳
❏❡❛♥✲❈❤❛r❧❡s ❇✐❧❧❛✉t ❛♥❞ ❋r❛♥ç♦✐s ❘♦✉❜❡❧❧❛t✳ ❆ ♥❡✇
♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✇♦r❦s❤♦♣ r❡❛❧✲t✐♠❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳ ■♥t❡r♥❛✲
t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✸✹✭✻✮✿✶✺✺✺✕✶✺✼✾✱
✶✾✾✻✳
P❡t❡r ❇r✉❝❦❡r ❛♥❞ ❙✐❣r✐❞ ❑♥✉st✳ ❈♦♠♣❧❡①✐t② r❡s✉❧ts
❢♦r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠❛t❤❡♠❛t✐❦✳
✉♥✐✲♦s♥❛❜r✉❡❝❦✳❞❡✴r❡s❡❛r❝❤✴❖❘✴❝❧❛ss✴✱ ✷✵✵✼✳ ❬♦♥✲
❧✐♥❡❀ r❡tr✐❡✈❡❞ ♦♥ ✷✵✵✽✲✵✻✲✶✽❪✳
P❡t❡r ❇r✉❝❦❡r✱ ❇❡r♥❞ ❏✉r✐s❝❤✱ ❛♥❞ ❇❡r♥❞ ❙✐❡✈❡rs✳ ❆
❜r❛♥❝❤ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❥♦❜✲s❤♦♣ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠✳ ❉✐s❝r❡t❡ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✹✾✭✶✲✸✮✿✶✵✼✕
✶✷✼✱ ✶✾✾✹✳
❏❛❝q✉❡s ❈❛r❧✐❡r✳ ❚❤❡ ♦♥❡✲♠❛❝❤✐♥❡ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳
❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✶✶✭✶✮✿✹✷✕✹✼✱
❙❡♣t❡♠❜❡r ✶✾✽✷✳
❏❛❝q✉❡s ❈❛r❧✐❡r ❛♥❞ ❊✳ P✐♥s♦♥✳ ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣
t❤❡ ❥♦❜✲s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✸✺✭✷✮✿✶✻✹✕
✶✼✻✱ ✶✾✽✾✳
❏❛❝q✉❡s ❈❛r❧✐❡r ❛♥❞ ❊✳ P✐♥s♦♥✳ ❆ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✉s❡ ♦❢ ❥❛❝❦s♦♥✬s
♣r❡❡♠♣t✐✈❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❥♦❜ s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠✳
❆♥♥❛❧s ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✷✻✭✶✲✹✮✿✷✻✾✕✷✽✼✱ ✶✾✾✵✳
❏❛❝q✉❡s ❈❛r❧✐❡r ❛♥❞ ❊✳ P✐♥s♦♥✳ ❆❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ ❤❡❛❞s ❛♥❞
t❛✐❧s ❢♦r t❤❡ ❥♦❜✲s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✼✽✭✷✮✿✶✹✷✕✶✹✼✱ ❖❝t♦❜❡r ✶✾✾✹✳
❏❛❝q✉❡s ❊rs❝❤❧❡r ❛♥❞ ❋r❛♥ç♦✐s ❘♦✉❜❡❧❧❛t✳ ❆♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r
r❡❛❧ t✐♠❡ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❢♦r ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✇✐t❤ t✐♠❡ ❛♥❞ r❡s♦✉r❝❡
❝♦♥str❛✐♥ts✳ ■♥ ❘✳ ❙❧♦✇✐♥s❦✐ ❛♥❞ ❏✳ ❲❡❣❧❛r③✱ ❡❞✐t♦rs✱
❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ♣r♦❥❡❝t s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✳ ❊❧s❡✈✐❡r✱ ✶✾✽✾✳
❈❛r❧ ❊ss✇❡✐♥✳ ❯♥ ❛♣♣♦rt ❞❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ♣♦✉r
❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t r♦❜✉st❡✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t✱ ❯♥✐✈❡r✲
s✐té ❋r❛♥ç♦✐s ❘❛❜❡❧❛✐s ❚♦✉rs✱ ✷✵✵✸✳
❘♦♥❛❧❞ ▲✳ ●r❛❤❛♠✱ ❊✉❣❡♥❡ ▲✳ ▲❛✇❧❡r✱ ❏❛♥ ❑❛r❡❧ ▲❡♥str❛✱
❛♥❞ ❆✳ ●✳ ❍✳ ❘✐♥♥♦♦② ❑❛♥✳ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ❛♥❞ s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✿
❛ s✉r✈❡②✳ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ❉✐s❝r❡t❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✺✿✷✽✼✕✸✷✻✱
✶✾✼✾✳
❊✉❣❡♥❡ ▲✳ ▲❛✇❧❡r✳ ❖♣t✐♠❛❧ s❡q✉❡♥❝✐♥❣ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡
s✉❜❥❡❝t t♦ ♣r❡❝❡❞❡♥❝❡ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❙❝✐❡♥❝❡✱
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